Olimpiadi della Fisica 2011 – Gara Nazionale – Prova sperimentale - Soluzione

CADUTA  LIBERA DI UNA SFERETTA  D’ACCIAIO
Premessa. 
· Per eseguire la prova non è necessario conoscere definizioni e significati di Voltaggio, Resistenza, Capacità.
· Nella seguente proposta di soluzione, in tutti i calcoli relativi alle misure indirette, si usano i valori non arrotondati dei dati, così come risultano dalla calcolatrice. Gli arrotondamenti dei valori al corretto numero di cifre significative viene effettuato dopo aver terminato tutti i calcoli. 

Osservazioni iniziali.  
Non era richiesto di registrare le osservazioni iniziali che servivano solo per meglio capire il funzionamento del circuito.
Con A chiuso e B chiuso, si osserva che il voltmetro segna 0,000 V. Infatti, il condensatore è cortocircuitato anche se il circuito è chiuso. 
Con A aperto e B chiuso, con il condensatore non più cortocircuitato e il circuito di carica chiuso, il voltaggio cresce con grande rapidità specialmente all’inizio. Nel corso di un minuto la crescita si fa via via più lenta.
Con A aperto e B aperto, il voltaggio sale ancora per una frazione di secondo, si stabilizza per un po’ e poi diminuisce lentamente: il condensatore si scarica attraverso il Voltmetro. 
La scarica è lenta, poiché la resistenza del voltmetro è alta (≈ 10 MΩ). 
1. Determinazione del voltaggio Vmax. 

	La funzione che descrive l’andamento del voltaggio V nel tempo t durante la carica del condensatore è la seguente (Fig.1):

V(t) = Vmax (1 – e - t/τ )                     (1)

Nel modello matematico, Vmax è il valore limite del voltaggio per t tendente all’infinito. 
Se B rimane chiuso ed A viene aperto all’istante iniziale t = 0, il voltaggio cresce, ma sempre meno rapidamente con il trascorrere del tempo (vedi anche la seconda delle osservazioni iniziali), e raggiunge un valore costante a meno del millesimo di Volt in un tempo di circa 5 minuti. Il valore di Vmax corrisponde alla forza elettromotrice che può variare da pila a pila.
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Fig.1


Esempio di dati:
	tempo t (min)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	voltaggio V (V)
	0.000
	1.586
	1.595
	1.595
	1.596
	1.596
	1.596


Fig.2
Incertezza di Vmax = 0.5% Vmax + 0.001V = (0.008+0.001)V          
Vmax = (1.596 ± 0.009)V

2. Determinazione della costante di tempo τ
La costante di tempo τ è un indice della rapidità di carica del condensatore, e corrisponde al prodotto della resistenza R del resistore per la capacità C del condensatore (τ = RC).
Dopo un tempo pari a τ, il voltaggio diventa V (τ) = Vmax (1-1/e) ( 0.63 Vmax.
Metodo 1
Per misurare la costante di tempo con cronometro ed un voltmetro come richiesto, si usa la formula seguente che si ricava dalla legge (1): 
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All’inizio della prova gli interruttore A e B sono chiusi. Il condensatore, cortocircuitato da A, è scarico, ed il suo voltaggio è di conseguenza nullo. 

All’istante t = 0, si apre l’interruttore A e contemporaneamente si fa partire il cronometro. 
Il condensatore inizia allora a caricarsi ed il voltaggio V aumenta nel tempo. Dopo qualche secondo, si apre B e contemporaneamente si arresta il cronometro. Con un piccolo ritardo, compare sul visore del voltmetro il valore raggiunto dal voltaggio. Tale valore (massimo) rimane indicato per poco, perché esso tende a diminuire a causa della scarica del condensatore attraverso la resistenza interna del voltmetro
.
È comodo chiudere l’interruttore A, semplicemente tenendo la sferetta premuta sui fili scoperti della molletta, anziché stringerla tra le ganasce. Per aprire A, poi è sufficiente sollevare la sferetta mentre si aziona in contemporanea il cronometro. 
Queste operazioni sono rese più agevoli se si usa la coppia di magneti come “manico” per la sferetta. Altrettanto comodo è aprire a mano l’interruttore B, abbassando la striscia rettangolare di cartone dalla parte del bicchierino.
Il tasto HOLD presente su alcuni multimetri, “congela” il valore del voltaggio nell’attimo in cui lo si preme, e permette pertanto una lettura più tranquilla, ma è fonte di un errore sistematico in difetto nelle misure dovuto al ritardo nella risposta dello strumento. 
Esempio di dati per i gruppi CR n. 61 e n. 8  
	Condensatore n. 61
	
	Condensatore n. 8

	t (s)
	V (V)
	τ (s)


	
	T (s)
	 V (V)
	τ (s)



	4.16±0.04
	0.507±0.002
	10.88
	
	4.15±0.04
	0.438±0.002
	12.94

	5.28±0.04
	0.615±0.003
	10.85
	
	4.84±0.04
	0.501±0.003
	12.85

	5.78±0.04
	0.646±0.004
	11.14
	
	6.07±0.04
	0.590±0.004
	13.15

	6.72±0.04
	0.729±0.005
	11.01
	
	7.16±0.04
	0.672±0.005
	13.10

	7.84±0.04
	0.820±0.006
	10.87
	
	8.29±0.04
	0.746±0.006
	13.16

	8.97±0.04
	0.884±0.006
	11,11
	
	8.90±0.04
	0.797±0.006
	12.86

	9.50±0.04
	0.927±0.006
	10,93
	
	10.13±0.04
	0.859±0.006
	13.11

	10.16±0.04
	0.966±0.006
	10.93
	
	11.19±0.04
	0.914±0.006
	13.16

	11.25±0.04
	1.025±0.006
	10.95
	
	12.19±0.04
	0,964±0.006
	13.16

	12.12±0.04
	1.064±0.006
	11.03
	
	12.91±0.04
	0.997±0.006
	13.17

	Media aritmetica: τmedio = 10.970 s 

Semidispersione massima: 0.146 s

	
	Media aritmetica:  τmedio = 13.066 s
Semidispersione massima:  0.165 s



Fig.3
L’incertezza delle misure di tempo di 0.04 s è valutata come somma dell’incertezza strumentale e di quella legata alla contemporaneità delle azioni manuali sugli interruttori e sul cronometro. Non è in gioco il tempo di reazione.
L’incertezza ∆τ di τ può essere valutata anche attraverso la propagazione delle incertezze tramite l’uso delle derivate parziali per la funzione a più variabili τ = τ (t,Vmax ,V). Il calcolo risulta un po’ complesso, e non era richiesto.  
Si ha:
∆τ = |∂τ/∂t| ∆t +  |∂τ/∂Vmax| ∆Vmax +  |∂τ/∂V| ∆V
Si ottiene dopo vari passaggi:
∆τ /τ =  ∆t/t +  τ·[V·∆Vmax/Vmax + ∆V] / [t·(Vmax – V)]
Si ottiene lo stesso risultato valutando più semplicemente l’incertezza di τ come semidifferenza tra il suo valore massimo e quello minimo.
Come si può facilmente verificare, il valore massimo di τ si ottiene inserendo nella formula (2) i valori: t+ ∆t, 
Vmax+ ∆Vmax ,V- ∆V  ;  per il valore minimo: t- ∆t, Vmax - ∆Vmax , V + ∆V
Con i dati della sesta riga (evidenziati) relativi al n. 61, si ottiene: 
                                    Valore massimo di τ = 9,01/ln [1.605/(1.605 - 0.879)]   = 11.3572…
                                    Valore minimo di τ    =  8.93/ln [1.587/(1.587 - 0.889)]   = 10.8719…
∆ τ = (11.3572 -10.8719)/2 = 0.243 ≈ 0.2 s                                   τ = 11.1 ± 0.2 s
Analogamente per il n. 8, si ricava:

Valore massimo di τ = 8.94/ln [1.605/(1.605 - 0.792)]   = 13.1442…

Valore minimo di τ   =  8.86/ln [1.587/(1.587 - 0.802)]   = 12.5867…

∆ τ = (13.1442 -12.5867)/2 = 0.279 ≈ 0.3 s                                     τ = 12.9 ± 0.3 s
Metodo 2
La relazione (2) mostra che il tempo t è proporzionale a ln(Vmax/(Vmax-V); il grafico corrispondente è una retta passante per l’origine che ha come coefficiente angolare la costante di tempo τ cercata.

Nelle figure Fig.4 e Fig.5, sono stati graficati rispettivamente i dati per il gruppo RC n. 61 (τ = 11.0 s) e per il 
gruppo RC n. 8 (τ = 13.1s). 
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Fig. 4
[image: image4.emf]Gruppo RC n. 8
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              Fig. 5
Metodo 3
Dalla relazione (1) si nota che V (τ) = Vmax (1 – 1/e) ( 0.632·Vmax. 

Facendo riferimento al valore di Vmax nella tabella di  Fig.2. si ha V (τ) ( 1V.

La costante di tempo τ si può determinare se si cerca di cogliere “al volo” sul voltmetro questo voltaggio durante la carica del condensatore, e si arresta il cronometro all’istante t = τ corrispondente, ma questa operazione è più semplice a dirsi che a farsi. Anche riuscendoci con l’uso del tasto HOLD, il valore trovato per il voltaggio V  avrebbe un errore sistematica in difetto. 
Metodo 4
Si costruisce il grafico di V in funzione di t con i dati sperimentali (vedi Fig.1 e Fig.3 rispettivamente). 
La retta tangente a tale curva nell’origine ha equazione:
                                                                                      V = (Vmax /τ)· t  
Tale retta, interseca l’asintoto orizzontale della curva (V = Vmax) nel punto d’ascissa t = τ. 
Si può determinare allora la costante τ, calcolando per via grafica l’ascissa di tale punto.
Il metodo è però molto impreciso perché è difficile misurare accuratamente i tempi al di sotto di un paio di secondi con i corrispondenti voltaggi, con l’aggiunta della difficoltà di tracciare con sufficiente precisione il grafico e la retta tangente.
3. Determinazione dell’accelerazione di caduta libera della sferetta 
La legge oraria della caduta libera della sferetta con velocità iniziale nulla è:
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essendo rispettivamente h, t ed a, l’altezza, la durata e l’accelerazione di caduta.
Per determinare l’accelerazione attraverso la legge oraria, come richiesto, è necessario misurare la brevissima durata della caduta della sferetta. A questo scopo si misura il voltaggio V raggiunto dal condensatore che si carica durante la caduta.
Dalla relazione (2) si può allora ricavare la durata t della caduta, che è uguale al tempo di carica del condensatore:
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 Combinando la legge oraria (3) con la relazione (4), si ottiene l’accelerazione di caduta:
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Metodo 1

L’altezza di caduta si può misurare come dislivello tra la base della sferetta posta nell’interruttore A e la base del bicchierino dell’interruttore B , usando il nastro metrico di carta incollato sul tubo di plastica e/o la riga millimetrata. Occorre anche tenere presente che la base del bicchierino non è proprio piatta ma rialzata di poco meno di un millimetro nella parte centrale. La presenza della pasta adesiva opportunamente schiacciata, non dovrebbe essere fonte di errore. La verticalità del tubo o della riga può essere controllata con un filo a piombo, ed è consigliabile soprattutto per le maggiori altezze di caduta. 

Una volta posizionata la molletta che fa da sostegno, vi si appoggia la seconda molletta con sferetta inserita tra le ganasce (interruttore A). Si apre la molletta, la sferetta cade e il condensatore si carica. La carica cessa quando la sferetta urta il fondo del bicchierino sollevando la striscia di cartone dall’altra parte (interruttore B). Se la sferetta urta la parete del bicchierino prima di toccare il fondo, si ottengono valori di voltaggio nettamente disomogenei che ovviamente vanno scartati.

Anche in questo caso bisogna leggere il valore massimo raggiunto dal voltaggio una frazione di secondo dopo l’apertura dell’interruttore B, ma a differenza delle misurazioni effettuate per trovare la costante di tempo, la scarica attraverso il voltmetro è ora molto più lenta perché i valori del voltaggio V sono molto più bassi (vedi nota a pag. 2). 

Esempio di dati (i valori di τ usati nei calcoli, sono le medie aritmetiche riportate nella tabella di Fig. 3)
	
	 Gruppo RC n. 61     
(valore usato nei calcoli:  τ = 10.970 s)
	Gruppo RC n. 8        

(valore usato nei calcoli:  τ = 13.066 s)


	h (m)
± 0.003 m
	0.150


	0.200


	0.250


	0.300


	0.350


	0.400


	0.150
	0.200
	0.250
	0.300
	0.350
	0.400

	V (V)
 ±0,001V

	0,026
0.027
0.027
0.026
0.026
	0.030
0.029
0.028
0.029
0.029
	0.033
0.032

0.033
0.032

0.033
	0.035

0.036

0.035

0.035

0.035
	0.038

0.038

0.038

0.038

0.039
	0.041

0.040

0.041

0.041

0.042
	0.021
0,021

0.021

0.021

0.021
	0,024
0.024

0.024

0.024

0.024
	0.027
0.027

0.027

0.027

0.027
	0.029
0.029

0.030

0.029

0.029
	0.031
0.032

0.032

0.032

0.032
	0,033
0.033

0.034

0.034

0.034

	Vmedio (V)

	0.0264
	0.029
	0.0326
	0.0352
	0.0382
	0.041
	0.021
	0.024
	0.027
	0.0292
	0.0318
	0.0336

	a (ms-2)
	8.949
	9.872
	9.743
	10.01
	9.899
	9.803
	9.952
	10.14
	9.996
	10.24
	10.06
	10.28

	
	Media aritmetica:   amedio = 9.713 m s-2
Semidispersione massima:   0.5 m s-2


	Media aritmetica:    amedio = 10.11m s-2
Semidispersione massima:   0.2 m s-2




Fig.6
Nella tabella di Fig.6, l’altezza h di caduta è valutata come differenza tra la base della sferetta sull’interruttore A e quella della base del bicchierino sul cartone dell’interruttore B.
L’incertezza ∆ a sull’accelerazione a calcolata attraverso la propagazione delle incertezze con le derivate parziali della funzione  a = a (h, τ, Vmax,V) risulta:
∆ a = |∂a/∂h| ∆h +|∂a/∂τ| ∆τ +  |∂a/∂Vmax| ∆Vmax +  |∂a/∂V| ∆V
∆a /a = ∆h/h + 2 ∆τ/τ + 2 (V· ∆Vmax/Vmax + ∆V )/{(Vmax – V)·ln [Vmax/(Vmax – V)]}
Si può valutare più semplicemente l’incertezza ∆ a come semidifferenza tra il valore massimo e quello minimo di a.

Come si può facilmente verificare, il valore massimo di a si ottiene inserendo nella formula (5) i valori: h + ∆h, Vmax+∆Vmax , τ- ∆τ,  V- ∆V e, in modo analogo , il valore minimo di a si ottiene inserendo i valori : h - ∆h, Vmax- ∆Vmax ,
 τ +∆τ,  V + ∆V.
Con i dati relativi all’altezza h = 0,300 m, si ottiene per il gruppo RC n. 61:
Valore massimo di a   = 2·0.303 / (10.82 · ln(1.605/(1.605-0.0342)) 2 = 11.1569
Valore minimo di a     = 2·0.297 / (11.12 · ln(1.587/(1.587-0.0362)) 2 = 9.0222
∆ a = (11.1569-9.022)/2  ≈ 1 m s-2
Con i dati relativi all’altezza h = 0,300 m, si ottiene per il gruppo RC n. 8:
Valore massimo di a   = 2·0.303 / (12.896 · ln(1.605/(1.605-0.0282)) 2 = 11.5965
Valore minimo di a     = 2·0.297 / (13.236 · ln(1.587/(1.587-0.0302)) 2 = 9.1851
∆ a = (11.5965-9.1851)/2  ≈ 1 m s-2
In conclusione, l’accelerazione di caduta libera risulta:
a = 10 ± 1 ms-2
Metodo 2
La formula (5) mostra che il doppio dell’altezza di caduta 2h ed il quadrato [τ·ln(Vmax/(Vmax-V)]2 sono direttamente proporzionali tra loro, essendo l’accelerazione di caduta libera a la costante di proporzionalità. 
I grafici di Fig.7 e Fig.8, ottenuti con il foglio elettronico, permettono di calcolare a tramite la retta di regressione lineare. Si ottiene:
- per il gruppo RC n. 61:

a = 9.8254 ≈ 10 ms-2
- per il gruppo RC n. 8:

a =  10.221 ≈ 10 ms-2
Gli arrotondamenti sono stati effettuati per tener conto dell’incertezza di 1 ms-2 valutata precedentemente nel Metodo 1.
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Fig.7
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Fig.8
I valori di τ riportati nella tabella di Fig.9, ricavati con cronometro e voltmetro, sono stati tutti un po’ superiori rispetto ai corrispondenti valori dei prodotti RC ottenuti da misure dirette con ohmetro e capacimetro.
Infatti, il rapporto medio tra la costante di tempo τ misurata e la costante di tempo RC risulta pari a 1,069 con un’incertezza di circa un punto percentuale.
Usando condensatori da 1000 μF nominali assieme a resistori da 10 kΩ o da 12 kΩ nominali, i prodotti RC sono rispettivamente compresi tra 10.2 e 10.4 s (per n. da 61 a 119), tra 12.2 e 12.5 (per n. da 1 a 60).  
Nella tabella i valori di τ compaiono con 4 cifre, ma quelle significative sono solo 3. P.es. n.1: τ = 13.4 ± 0.3 s.
	n.
	 τ(s)
 ± 0.3
	
	n.
	 τ(s) 

±0.3
	
	n.
	 τ(s)

±0.3
	
	n.
	 τ(s)

±0.3

	1
	13.38
	
	31
	13.25
	
	61
	11.04
	
	91
	11.06

	2
	13.12
	
	32
	13.24
	
	62
	11.14
	
	92
	11.07

	3
	13.23
	
	33
	13.19
	
	63
	11.00
	
	93
	11.05

	4
	13.19
	
	34
	13.18
	
	64
	11.06
	
	94
	11.13

	5
	13.17
	
	35
	13.18
	
	65
	11.02
	
	95
	11.12

	6
	13.15
	
	36
	13.25
	
	66
	11.01
	
	96
	11.10

	7
	13.22
	
	37
	13.23
	
	67
	11.03
	
	97
	10.98

	8
	13.20
	
	38
	13.29
	
	68
	11.05
	
	98
	11.00

	9
	13.20
	
	39
	13.32
	
	69
	11.06
	
	99
	11.01

	10
	13.19
	
	40
	13.21
	
	70
	11.02
	
	100
	10.94

	11
	13.34
	
	41
	13.10
	
	71
	11.06
	
	101
	11.05

	12
	13.09
	
	42
	13.25
	
	72
	11.00
	
	102
	11.07

	13
	13.23
	
	43
	13.25
	
	73
	11.05
	
	103
	10.92

	14
	13.17
	
	44
	13.36
	
	74
	11.06
	
	104
	10.92

	15
	13.22
	
	45
	13.15
	
	75
	10.97
	
	105
	11.09

	16
	13.24
	
	46
	13.18
	
	76
	10.98
	
	106
	11.08

	17
	13.19
	
	47
	13.17
	
	77
	10.98
	
	107
	11.02

	18
	13.27
	
	48
	13.23
	
	78
	11.05
	
	108
	11.02

	19
	13.01
	
	49
	13.23
	
	79
	10.98
	
	109
	11.04

	20
	13.18
	
	50
	13.38
	
	80
	11.05
	
	110
	10.97

	21
	13.34
	
	51
	13.16
	
	81
	11.06
	
	111
	11.02

	22
	13.29
	
	52
	13.19
	
	82
	10.96
	
	112
	11.05

	23
	13.28
	
	53
	13.27
	
	83
	11.04
	
	113
	10.84

	24
	13.18
	
	54
	13.29
	
	84
	11.02
	
	114
	11.02

	25
	13.37
	
	55
	13.19
	
	85
	11.05
	
	115
	10.98

	26
	13.17
	
	56
	13.21
	
	86
	11.01
	
	116
	10.92

	27
	13.27
	
	57
	13.29
	
	87
	11.00
	
	117
	10.95

	28
	13.24
	
	58
	13.27
	
	88
	10.98
	
	118
	10.93

	29
	13.28
	
	59
	13.35
	
	89
	10.95
	
	119
	10.93

	30
	13.14
	
	60
	13.17
	
	90
	10.87
	
	
	


Fig.9




























































































































� Nota. – La legge che regola l’andamento del voltaggio durante la scarica del condensatore è:  V = V0 e –t/τ’ , dove V0 è il voltaggio iniziale V(0). 


  La rapidità con cui il voltaggio diminuisce è proporzionale al voltaggio medesimo:  |dV/dt| = (1/τ’)·V .  Nel nostro caso, si ha τ’ ≈ 103 τ. 
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