PROBLEMA TEORICO N. 3
PERCHÉ LE STELLE SONO COSÌ GRANDI?

Le stelle sono sfere di gas caldo. La maggior parte di loro risplendono perché realizzano la fusione nucleare dell’idrogeno in elio nel loro nucleo. In questo problema utilizzeremo i concetti sia della meccanica classica che quantistica, così come quelli dell’elettrostatica e della termodinamica, per comprendere perché le stelle devono essere abbastanza grandi per ottenere questo processo di fusione, ma anche per ricavare quale dovrebbe essere la massa e il raggio della più piccola stella che può fondere idrogeno.
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1. Una stima classica della temperatura al centro delle stelle.

Assumi che il gas che forma la stella sia idrogeno puro ionizzato (elettroni e protoni in uguale quantità), e che esso si comporti come un gas perfetto. Da un punto di vista classico, per fondere due protoni, essi devono essere avvicinati fino a una distanza dell’ordine di 10-15 m in modo che la forza forte nucleare che opera su corte distanze, ed è una forza attrattiva, possa diventare dominante. Comunque, per portare i due protoni molto vicini, essi devono prima vincere l’azione repulsiva della forza di Coulomb. Assumi classicamente che i due protoni (considerati come oggetti  puntiformi) si stiano muovendo nella stessa direzione e verso contrario ciascuno con velocità vrms, che è la velocità quadratica media (rms) dei protoni, in una collisione frontale unidimensionale.
	1a
	Quale deve essere la temperatura del gas, Tc, in modo che la distanza di massimo avvicinamento dei protoni, dc, sia di 10-15 m? Fornisci questo e tutti i valori numerici in questo problema con almeno due cifre significative. 
	1.5


2. Concludere che la precedente stima della temperatura è errata.
Per controllare se la precedente stima della temperatura è ragionevole, è necessario un metodo indipendente per stimare la temperatura al centro di una stella. La struttura delle stelle è molto complicata, ma possiamo ottenere una comprensione significativa facendo alcune ipotesi. Le stelle sono in equilibrio, cioè esse non si espandono o si contraggono poiché la forza diretta verso l’interno dovuta alla gravità è equilibrata dalla forza diretta verso l’esterno dovuta alla pressione (vedi figura 2). Per uno strato di gas l’equazione dell’equilibrio idrostatico ad una data distanza r dal centro della stella, è data da
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dove P è la pressione del gas, G la costante gravitazionale, Mr la massa della stella compresa entro una sfera di raggio r, e r è la densità del gas nello strato considerato.
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Una stima dell’ordine di grandezza della temperatura nel nucleo della stella può essere ottenuta a partire dai valori dei parametri al centro e alla superficie della stella, facendo le seguenti approssimazioni:
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dove Pc e P0 sono rispettivamente la pressione al centro e alla superficie della stella. Poiché  
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Entro la stessa approssimazione, possiamo scrivere
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dove R è il raggio totale della stella, e 
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con M massa totale della stella.
La densità può essere approssimata dal suo valore al centro,
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Puoi assumere che la pressione sia quella di un gas perfetto. 
	2a
	Trova un’equazione per la temperatura al centro della stella,Tc, in funzione solamente del raggio e della massa della stella e delle costanti fisiche.  
	0.5


Possiamo usare ora la seguente previsione di questo modello come criterio per verificare la sua validità:

	2b
	Utilizzando l’equazione trovata in (2a) scrivi il rapporto M / R atteso per una stella in funzione solamente delle costanti fisiche e di Tc.  
	0.5
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	2c
	Utilizza il valore di Tc ricavato nella parte (1a) e trova il valore numerico del rapporto M / R atteso per una stella.  
	0.5
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	2d
	Ora, calcola il rapporto M(Sole)/R(Sole) e verifica che questo valore è molto più piccolo di quello trovato in (2c).
	0.5
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3. Una stima quantistica della temperatura al centro delle stelle.

La grande discrepanza trovata in (2d) suggerisce che la stima classica di Tc ottenuta nella parte (1a) non sia corretta. La soluzione a questa discrepanza la si trova quando si considerano gli effetti della meccanica quantistica, che ci dice che i protoni si comportano come onde e che un singolo protone si estende su uno spazio dell’ordine di p, la lunghezza d’onda di de Broglie. Ciò implica che se dc, la distanza di massimo avvicinamento dei protoni, è dell’ordine di p, i protoni, in senso quantistico, si sovrappongo e possono fondersi.

	3a
	 Assumendo che 
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 sia la condizione che permette la fusione, trova, per un protone con velocità 
[image: image15.wmf]rms

v

, un’equazione per 
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in funzione solamente delle costanti fisiche.
	1.0


	3b
	 Stima numericamente il valore di 
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ottenuto in (3a). 
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	3c
	Utilizza il valore di 
[image: image18.wmf]c

T

 ricavato in (3b) per trovare il valore numerico del rapporto 
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 atteso per una stella,  impiegando la formula ricavata in (2b). Verifica che questo valore è del tutto simile al rapporto misurato  
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Veramente, le stelle che si trovano nella cosiddetta sequenza principale (che fondono idrogeno e sono dette normali) seguono approssimativamente questo rapporto per un’ampia gamma di masse.
4. Il rapporto massa/raggio delle stelle.
Il precedente accordo trovato suggerisce che l’approccio quantistico alla stima della temperatura al centro del Sole è corretto. 

	4a
	Utilizza il precedente risultato per dimostrare che per qualsiasi stella che fonde idrogeno, il rapporto della massa M rispetto al raggio R è lo stesso e dipende solamente dalle costanti fisiche. Trova l’equazione per il rapporto 
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per stelle che fondono idrogeno. 
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5. La massa e il raggio della stella più piccola.

Il risultato trovato in (4a) suggerisce che ci potrebbero essere stelle di qualsiasi massa a condizione che una simile relazione sia comunque rispettata; tuttavia, ciò non è vero.

È noto che il gas all’interno delle stelle normali che fondono idrogeno si comporta approssimativamente come un gas perfetto. Ciò significa che 
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, la tipica separazione tra elettroni è in media più ampia di 
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, la loro lunghezza d’onda di de Broglie tipica. Se fossero più vicini, gli elettroni si troverebbero in uno stato cosiddetto degenere e le stelle dovrebbero comportarsi diversamente. Notare la differenza nei modi in cui trattiamo i protoni e gli elettroni all’interno delle stelle. Per i protoni, le loro onde di de Broglie dovrebbero sovrapporsi strettamente affinché essi si scontrino allo scopo di fondersi, mentre per gli elettroni le loro onde di de Broglie dovrebbero non sovrapporsi al fine di continuare a comportarsi come un gas perfetto. 
La densità nelle stelle aumenta al diminuire del raggio. Ciò nonostante, per la stima di questo ordine di grandezza assumi che esse siano della stessa densità. Puoi inoltre usare che 
[image: image24.wmf]e

p

m

m

>>

.
	5a
	Trova un’equazione per 
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, la densità media del numero di elettroni all’interno della stella. 
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	5b
	Trova un’equazione per 
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, la separazione tipica tra elettroni all’interno della stella.
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	5c
	 Usa la condizione 
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 per scrivere un’equazione per il raggio della più piccola stella normale possibile. Prendi la temperatura al centro della stella come la temperatura tipica in tutta la parte interna della stella. 
	1.5


	5d
	Trova il valore numerico del raggio della più piccola stella normale possibile, sia in metri sia in unità di raggio solare. 
	0.5


	5e
	Trova il valore numerico della massa della più piccola stella normale possibile, sia in kg sia in unità di masse solari. 
	0.5


6. Fondere nuclei di elio nelle stelle più vecchie.
Quando le stelle saranno diventate più vecchie esse avranno fuso in elio (He) la maggior parte dell’idrogeno presente nel loro nucleo, così esse saranno costrette a iniziare a fondere elio in elementi più pesanti per poter continuare a risplendere. Un nucleo di elio ha due protoni e due neutroni, così esso ha carica doppia e approssimativamente quattro volte la massa di un protone. Abbiamo osservato prima che 
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è la condizione che si deve avere affinché i protoni fondano.  

	6a
	Individua la condizione equivalente per i nuclei di elio e trova 
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, la velocità quadratica media (rms) dei nuclei di elio, e 
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Figura 1. Il nostro Sole, come la maggior parte delle stelle, risplende a causa della fusione termonucleare dell’idrogeno in elio nel suo nucleo.








COSTANTI UTILI 


Costante gravitazionale = � EMBED Equation.3  ��� m3 kg-1 s2


Costante di Boltzmann = � EMBED Equation.3  ���J K-1


Costante di Planck = � EMBED Equation.3  ��� m2 kg s


Massa del protone = � EMBED Equation.3  ���kg


Massa dell’elettrone = � EMBED Equation.3  ���kg


Unità della carica elettrica = � EMBED Equation.3  ���C


Costante dielettrica del vuoto = � EMBED Equation.3  ��� C2 N-1 m-2


Raggio del Sole = � EMBED Equation.3  ���m


Massa del Sole = � EMBED Equation.3  ���kg





Figura 2. Le stelle sono in equilibrio idrostatico, con la differenza di pressione che bilancia la gravità.
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