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1.  Un problema a tre corpi e LISA
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FIGURA 1 Orbite complanari di tre corpi.


1.1 Due masse M e m gravitano in orbite circolari, rispettivamente di raggio R e r, attorno al loro centro di massa. Esprimere la velocità angolare 0 della retta che congiunge M e m in funzione di R, r, M, m e della costante di gravitazione universale G.
[1.5 punti]

1.2 


In figura 1 è mostrato un terzo corpo di massa infinitesima che si muove in un’orbita circolare complanare alle altre due orbite, attorno allo stesso centro di massa. Il nuovo corpo è fermo relativamente ad M e ad m e si assuma che non sia collineare alle altre due masse. Trovare il valore dei seguenti parametri in funzione di  e :
[3.5 punti]
1.2.1 
Distanza tra e M.
1.2.2 
Distanza tra e m.
1.2.3 
Distanza tra e il centro di massa.

1.3 



Si consideri il caso M  = m e si assuma che si conservi il momento angolare di . Se si imprime a  una piccola perturbazione radiale (lungo O), qual è, in funzione di 0, la frequenza angolare dell’oscillazione di attorno alla posizione radiale imperturbata? 
[3.2 punti]


La Laser Interferometry Space Antenna (LISA) è un gruppo di tre navicelle spaziali identiche che ha lo scopo di rivelare onde gravitazionali a bassa frequenza. Le tre navicelle sono collocate sui vertici di uno stesso triangolo equilatero, come mostrato nelle Figure 2 e 3. I lati (o “bracci”) sono lunghi circa 5.0 milioni di chilometri. Il centro del triangolo si muove attorno al Sole sull’orbita terrestre, seguendo la Terra con un ritardo di un angolo di 20°, mentre ciascuna navicella si muove in un’orbita leggermente inclinata attorno al Sole. Le tre navicelle compiono in un anno una rivoluzione attorno al centro del loro triangolo.

Esse trasmettono e ricevono continuamente segnali laser tra di loro. Nel complesso, il gruppo puὸ rivelare le onde gravitazionali misurando con tecniche interferometriche piccole variazioni nella lunghezza dei bracci. Un esempio di sorgente di onde gravitazionali puὸ essere la collisione di oggetti massicci, come buchi neri, in galassie vicine.
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FIGURA 2 Illustrazione dell’orbita di LISA. Le tre navicelle spaziali ruotano con un periodo di un anno attorno al loro centro di massa che inizialmente sta ad un angolo di 20° dalla Terra. (Figura tratta da D.A. Shaddock, “An Overview of the Laser Interferometer Space Antenna”, Publications of the Astronomical Society of Australia, 2009, 26, pp. 128-132).
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FIGURA 3  Ingrandimento delle tre navicelle che seguono la Terra. A, B e C sono le tre navicelle ai vertici di un triangolo equilatero.

1.4 Trovare la velocità relativa di ciascuna navicella rispetto alle altre due considerando le navicelle in moto nel loro piano.	[1.8 punti]
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