ASSOCIAZIONE PER L'INSEGNAMENTO DELLA FISICA
Progetto Olimpiadi

OLIMPIADI DI FISICA

Senigallia — 9 Aprile 2010
Gara Nazionale: SOLUZIONE della Prova Teorica

PROBLEMA n. 1 - Viaggio in galleria .
90 Punti

Quesito n. 1.

Nel caso elettrostatico, dal Teorema di Gauss, si ottiene che il campo interno alla distribuzione uniforme
di carica negativa vale

E
E(r)= —EO 7 dove FEg @il modulo del campo per r= R. In analogia avremo
Loy 90
g("') - R r
dove R ¢ il raggio della Terra e gy I’accelerazione di gravita standard (a livello del mare).

Quesito n. 2.

Detta x la proiezione del vettore ¥ lungo la galleria, I’equazione di moto & quella di un moto armonico:
R
mi:—m@x = F+wlz=0 con wzzg—o = Ty, =2my|—
R R 90

essendo Ty il periodo di un’oscillazione completa. La durata del viaggio (T') & meta del periodo:

T =m\R/go =253 x 103s ~ 42min (indipendente dalla latitudine ¢!)

Quesito n. 3.
La velocita massima si trova con la conservazione dell’energia o con la legge oraria:
imvfnax = Umax — Umin  dove, per simmetria, ’energia potenziale U & funzione solo di r :

U(r) = U(0) — /0 mg(r) -dr = — /0 m g(r) dr = m(go/2R)r*

avendo posto g(r) = g(r) # = —(go/R)7 e U(0) =0.
Essendo poi rpax = R ed rpin = Rsen g si trova

1
AU = Unax — Umin = m2g—]0% (R* — R*sen’ p) = 3 mgoR cos® ¢ e quindi
VUmax = \/2AU/m = \/goR cosp = 3.95km/s.
Oppure

z(t) = Acoswt con A=Rcosep = wv(t)=—Rwcosypsenwt =
=  Upax = Rw cosp =+/¢go R cosp

Pag. 1



AIF — Olimpiadi di Fisica Gara Nazionale: SOLUZIONE della Prova Teorica — Senigallia — 9 Aprile 2010

Quesito n. 4.

La rotazione terrestre nel riferimento (non inerziale) della Terra determina una forza centrifuga opposta
alla componente del campo parallela alla galleria: F, = m Q?z. Questa dunque non altera 1’equazione
ma ne modifica solo un coefficiente.

2T
mi = —m[(go/R) - 0)]x = W?=(g/R) -0 = Tl=——ee
° (90/R) — €2
Numericamente
6 472 _ o
go/R=154x10"%s72 e Q= T = (729 x 107°)2 = 5.32 x 1079572
g

essendo Ty la durata del giorno.

Si puo quindi approssimare la soluzione ponendo

go 2 RQO?\ go 9o 5\~ 2 RQO%\ [go\ '~
9 2= (1- g0 % _q — (1 g0
R < 90 ) R (R ) + 290 (R)

1 -1k RO? RO?
T’:§TO’ZW(%—Q2) %<1+ % >7r g—°:<1+ )T
0

La variazione (positiva) & quindi
_ RQ?
290

Si osservi che nel riferimento non inerziale si dovrebbe considerare anche la forza di Coriolis (Fror =
—2m & X ¥); questa pero risulta sempre perpendicolare alla direzione del moto e in questo caso € annullata
dalla reazione vincolare.

orT T=~4s

Quesito n. 5.

Sia 7 la frazione di energia persa in un viaggio (semi-oscillazione completa). La condizione & che
0U = —nAU con n=0.01

Ma dall’espressione U(r) vista al punto 3. si ricava
oU or

U(r) r

_ - _R U _ RnAU galleria
Per r=R siha 6r_2UR)_ 3 UR)
_ _nRmgRcos®p 2 1 ) ‘
or = 5 > mgolR 277R cos”

La distanza dalla stazione di arrivo si ottiene infine come
or
cos

1
=3 NR cosp =~ 15.9km

Anche qui, in alternativa, si poteva considerare come energia potenziale quella legata al moto armonico
(come nel caso di una molla) data da

mgo

R
Si vede subito che questa differisce da quella gravitazionale — calcolata sopra — solo per un termine
costante che quindi risulta ininfluente:

1
U’Z§k$2 con k=

_ 1mgo 2_1m90x2+1m90 2 _

2 R 2 R 2 R
dove y ¢ la distanza della galleria dal centro della Terra.

U(r)

U'(z) + cost
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La condizione si esprime ora come

ou’ ox nr AU’
r_ U’ — - _
o =-na ¢ U'(z) 23: - o 2 U'(x)

Per x = Rcosp e AU' = U'(Rcos ) si ritrova

1
D = |éx| = 577Rcosg0

Quesito n. 6.

Se l'oscillazione si dimezza in ampiezza, l’energia totale diventa 1/4 di quella iniziale, mentre il periodo
di oscillazione non cambia. Si pud quindi scrivere nuovamente
oU U
oU=—U = —=-n=
7 T~ T
Se la variazione di energia & lenta si pud confondere il rapporto incrementale con la derivata (vedi
suggerimento in termini di potenza media e istantanea) e scrivere
au

E__%U = U)=Uye ™ con 7=T/np e Uy=U(R)

La condizione da imporre &
1 1
UNNT)= U = e~ NT/(T/n) — 7 = nN=h4

L’ampiezza si sara dimezzata dopo

In4
N = HT ~ 139 viaggi.

Quesito n. 7.

Nel modello della Terra a due strati, con nucleo pesante, il campo gravitazione nel nucleo cresce linear-
mente con r ed & ovviamente maggiore che nel caso visto prima. Questo & vero anche nel mantello; infatti
la densita del mantello € necessariamente minore di quella della Terra omogenea e di conseguenza, fissata
una superficie sferica di raggio r nella regione del mantello, la massa esterna & certamente minore ri-
spetto al caso della Terra omogenea. Di conseguenza la massa della parte interna alla superficie &€ sempre
maggiore ed & quindi maggiore anche il campo gravitazionale; dunque il viaggio durera meno.

Il moto perd non & piu armonico dato che, solo per una distribuzione omogenea, vale la dipendenza
lineare tra campo e distanza dal centro.

PROBLEMA n. 2 - Ciclo termodinamico 90 Punti

Quesito n. 1.

Per la trasformazione isobara:
Th 1Tt
—=— = Tc=2Tx =580K
Va Vo ¢ A
7 7 1
Qcosa =nep(Ta — Tc) = §nRTA = —58.31 JKT290K = —8.43kJ

valido qualunque sia lo stato B.
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Quesito n. 2. A isoterm. rev.
La temperatura T nello stato B deve essere maggiore o uguale p / T AU=0

a Tc, ovvero, nel piano p — V', B deve stare sopra l’isoterma per
C. Infatti nell’espansione adiabatica il lavoro & positivo a spese
dell’energia interna e dunque la temperatura puo solo diminuire
o restare uguale (per lavoro nullo, come caso estremo). Ne segue
che

(Ts),... = Tc = 580K A

- adiab.rev.
AS=0

Al tempo stesso, poiché le adiabatiche reversibili sono curve isoentropiche, il punto B deve stare sotto
Padiabatica reversibile per C dato che ’entropia puo solo aumentare o al massimo restare costante (se
la trasformazione del gas fosse un’adiabatica reversibile). Il massimo, o meglio, I’estremo superiore per
la temperatura T puo essere calcolato su una trasformazione adiabatica reversibile ove TV ™! = cost,
dove v = ¢p/cy, = 7/5 nel caso di gas biatomico. Quindi

Vo7t
(T8)sup = (V—:> Te =2*/° Ty = 765K

Il ragionamento svolto sopra puo essere sviluppato a partire dalle stesse premesse discutendo i diversi
contributi di calore e lavoro per determinare il valore minimo di Ty e calcolando la variazione di entropia
per il valore massimo. Nel seguito si indicheranno con ¢, e ¢, i calori molari, rispettivamente a pressione
e volume costante.

Per un ciclo termodinamico AU =0 = Q=1L

Qaop =ney(Ts —Ta) = gnR (Tg —Ta) assorbito durante ’isocora
@B_c =0 essendo un’adiabatica

Qcoa =nep(Ta —Te) = gnR (Ta — Tc) ceduto durante l’isobara

La_,8 =0 perché non c’e variazione di volume
Lg_c >0 lavoro fatto verso ’esterno nell’abiabatica irreversibile
Loya =pAV =nR(Ta — Tc) <0 perché il gas viene compresso
Per il primo principio si ha dunque
Qa-B+Qosa =Lesc+Lesa = Lesc =ney(Ig —Ta) +ney(Ta —Tc) —nR(Th —Tc) =
=neyTs +n(—cy + ¢, — R)Ta — n(cp — R)Tc = ney (Is — Tc)
Trattandosi di un’espansione il lavoro deve essere non negativo per cui
(Tg —Tc) >0 = T >1T1c

Per lespansione adiabatica irreversibile deve essere AS > 0, ovvero

Vo T 5 Tgo
ASBAC:annV—;+ch1nT—E:nR<1n2+§lnT—;>>0 =
T 2
= In—2>-ZIn2 = Ts<2/°T
Tr 5

In definitiva, per la temperatura dello stato B valgono le condizioni

580K < Tp < 765K
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Quesito n. 3.

1l ciclo svolto dal gas e stato definito termico se il gas compie lavoro sull’esterno: L > 0 e quindi anche
@ > 0; in altre parole il gas assorbe piu calore di quanto ne cede; al contrario se il lavoro e fatto sul gas
dall’esterno (L < 0 e @ < 0) allora esegue un ciclo frigorifero.

11 valore particolare di Ty per cui il ciclo cambia da frigorifero a termico si ottiene quindi imponendo
che Q@ = QA + Qosa =0 ovvero Qap = —Qca

5 7 12
§TLR (TB — TA) = §TLR (TC — TA) = 2TA+5Tg—T"Tc=0 = TIg= ETA =696 K.

Alternativamente:
1 12
ney (Tg —Ta) = ncp(Tc —Tx) = 1T1p= - (CVTA + cpTA) =(1+7v)Ta = gTA
v
detta Ty tale temperatura, si ha che per Tg < Tp il ciclo & frigorifero, mentre per Ty > Ty il ciclo &
termico.

Come caso superiore estremo si ha quello di un’adiabatica reversibile che rende reversibile I'intero ciclo:
notare che solo in questo caso il lavoro e calcolabile attraverso 'area del piano p — V delimitata dalla
curva che rappresenta il ciclo e solo in questo caso il verso orario di percorrenza del ciclo conferma che si
tratta di un ciclo termico.

Quesito n. 4.

Il rendimento di un ciclo termico &

. L Q_Q1+Q2:Q1—|Q2|:1_|Q2|

QL Q@ @ @
dove @ e il calore complessivamente scambiato, mentre Q1 e Q2 sono quelli effettivamente assorbito e
ceduto (@1 > 0,Q2 < 0). Il rendimento & quindi una funzione della temperatura Tg:
Tc —T, T 1
n(TB):l_QC—)AZI_ncp(C A):l_ cpTa s
Qa=B ney (T —Ta) ey (Ts —Th) Ts/Ta — 1

L’espressione del rendimento, valida per 696 K < Tg < 765 K, & una funzione monotona crescente di Tg.

Numericamente risulta: (696 K) = 0 ed n(765K) = 0.15

L’efficienza frigorifera

Q1 @ Q1 1

= ¢ pure una funzione monotona crescente di Tg:

TR T @@ T JQal/ar -1

1 nepTa >_1 ( ¥ >_1
e(Ts) = = L —-1 S N S
(Te) |Qc—al/Qass —1 <ncv(TB_TA) Tg/Ta — 1
Si ricava: £(580K) = 2.5 ed e(Tg — 696 K) — 0.

I grafici dei due parametri sono riportati qui sotto.

A . A
020{ M | 204 ©
0.10 1 104 !

8% 765 1 k] 0 580 6% p g
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PROBLEMA n.3 - Esplorando il fondo

50 Punti

Quesito n. 1.

Si consideri un arbitrario punto A del fondo della vasca, a distanza z dal piede della perpendicolare
condotta dal punto di osservazione O, e il raggio di luce che partendo da questo punto arriva nello stesso
punto O. A causa della rifrazione subita dalla luce nel passaggio dall’acqua all’aria, esso sembra essere
emesso da un punto A’, come mostrato in figura.

In termini dell’angolo ¢ mostrato in figura, si ha z = L tg .

Il raggio che parte da A, con un angolo ¢ rispetto alla verticale, passa per O; invece un raggio adiacente
che parte con angolo ¢+ dyp giunge alla superficie di separazione in un punto distante da O di una quantita
dz data da

t dp) — t
r+dr=Ltglp+dp) = dr=L[tgle+dp)—tgy] = dr=1L glp +dp) —tgep dip

de
e, considerando che per dp — 0 ’espressione tra parentesi quadra e la derivata della funzione tg ¢, si ha
L
der = ——d 1
o5 5% (1)

Nota: Si poteva giungere allo stesso risultato differenziando I’espressione iniziale:

r=Ltgy = dr=Ldltgy) = dzx=L

d
cos? p v

Analogamente, indicando con £ la profondita del punto A’, si ha che

L
= ——df 2
7T o2 @
Differenziando la Legge di Snell, sen = nsen ¢, si ottiene

1 cosd
d ¥) =nd = Jdi = dp = dp=—
(sen) = nd (sen @) cos n cos p dy = "

dd.

Sostituendo nella (1) Pespressione per dy appena ottenuta, si ricava

dr — L cos?d 29

n cos? o
ed uguagliando le espressioni (2) e (3) si ottiene infine

€:£<c0s19>3 )

cos ¢

Sempre da x = L tg si ricava che

1 — cos? 1
v_Vl-ewde a1
L oS 1+ (z/L)?
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D’altra parte, applicando la Legge di Snell, si puo anche scrivere

T _ send/n (£)2 _ o 1- cos2 S ocos?h — 1+ (1 —n?)(z/L)?
L \/1—(senv/n)? L n? — 1+ cos?d 1+ (z/L)?

In ultima analisi

(&22) 1o (5

che sostituita nella (4) fornisce

Y- -n(3)

3

L
==
n

Soluzione alternativa

Come prima, oltre al raggio uscente da A e passante per O, si consideri un secondo raggio che forma con
il primo un angolo piccolo « e che attraversa la superficie dell’acqua in un punto O'.

. /9'/

La profonditd £ di A’ si pud esprimere in funzione della profondita effettiva L, della distanza z e
dell’indice di rifrazione n considerando che il segmento OO’ & un lato comune dei due triangoli OHO' e
OH'O’.

Da semplici considerazioni geometriche si ricava che 00'H = Y e OO'H' = ¢. Dalla geometria del
sistema si ricavano successivamente

— l sen 3 —  O'H sen 3
AO! = . H = A’O/ =/ . I — — . 1’
O cos (9 — )’ O O sen 3 cos (¥ — )’ 00 cos? cos (9 — ) cos? (1)
Analogamente
- o [
A= L OH-AO sena=L—2 . oo g sena . (@)
cos (p — a) cos (p — ) cos cos (p — a) cosp

Uguagliando la (1') e la (2') si ottiene

_ . sena cos? cos (¥ — f3)
~ T senf3 cosp cos(p —a)’

Ricordando che la divergenza del fascio & molto piccola si pud approssimare sena =~ «, senf3 = 3 e
cosa =~ cos 3 ~ 1; pertanto ’espressione precedente diventa

i cosv 2g 5
-t () & ®
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La legge di Snell applicata nei punti O e O' fornisce rispettivamente
sen ¥ sen (¥ — 3)

=n, e ——=
sen ¢ sen (¢ — @)

Con I’approssimazione introdotta e tenendo presente la prima espressione, dalla seconda si ottiene

cos
send — B cosd =nsenp —nacosy = [cosd =nacosy = ﬁ:n :;
e cos

Sostituendo quest’ultima nella (3) si ottiene

,_L (cosﬁ)B (@)

cos

che coincide con la (4). La legge di Snell, espressa in termini dei coseni degli angoli si puod scrivere
1 —cos?
% =n? = cos’?=1-n*—cos’p)=n?cos’p— (n® —1)

Dunque

9\° 21
<COS > :nQ_n : :nQ—(n2—1)(1+tg2<p):1—(n2—1)tg2<,0
cos cos®

9 2
Infine, ricordando che tg¢ = /L, dall’espressione precedente si ha sy _ \/ 1-(n?-1)+ (E)
oS

e la (4’) — in funzione di L, n ed z — si scrive come

Jr-o =0 Y]

Quesito n. 2.

L
==
n

(5)

Come si puo anche comprendere dalla figura, la posizione geometrica ¢ dell’immagine A’ diminuisce al
crescere di 9, quindi si ha £, quando ¢ = 90° e £ax quando ¥ = 0°.

Per ¢ = 90°, cos® =0, senp = 1/n e cosp = v/n? — 1/n, per cui dalla (4) si ha lyin = 0.
Per ¢ = 0° anche ¢ = 0° ovvero z = 0, per cui dalla (5) si ha fpax = L/n.
Quesito n. 3.

Il massimo valore di z si ha quando il valore sotto la radice quadrata nella (5) si annulla (non puo essere
negativo per £ reale) quindi

L
xmax =
n?—1
e ’area della superficie complessiva del fondale che puo essere osservata e
2
L
S=nz2 =

max n2—1
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PROBLEMA n.4 — Correnti in un anello 70 Punti

Quesito n. 1.

La resistenza equivalente tra i punti A e B & data da
RiR> p&
RF=—"" con R;="—
R + R» !
essendo o l'area della sezione del filo; essendo Ry + Ry = pL/o si ha
P élég pL
Rr==—"~=z(1-2)—
o L ( ) o
A corrente costante (Ip) la massima d.d.p. si ha quando ¢ massima la resistenza equivalente cio¢ per
x = 1/2, ovvero quando B & diametralmente opposto ad A. Si ha

1pL LI [pLI
R;axzz%z‘;—z = a:p4V00 da cui infine d:2r:2\/§: p7r—v()():0.624mm

Quesito n. 2. A

Vi(x)

La d.d.p. e proporzionale alla resistenza equivalente: [mV]

V(z)=IyR*(z) =2(1 —z)[yR con R=R;+Ry=pL/oc=16Q 150

Notare che la d.d.p. puo essere valutata in due modi equivalenti 100
V =RiI, =R,I, dacui (I =00, (servird dopo) 0l / N
Tl grafico richiesto di V(x) & riportato a fianco. >
0 0.5 1 x
Quesito n. 3.
Posto che R; = R ed Ry = (1 — z)R, la potenza dissipata nel primo - (x)“
arco & [ran]
Wy =R, I} con I = Ioﬁ = IO& (partitore di corrente). 15 N
Ri+ Ry R
Dunque 10 /
(1 —z)2R? 5
Wﬂ@:xR@——Eg——:mﬂ—xf@R .
0 0.5 1 x

Notare che Wi (z) non ¢ simmetrica rispetto a z = 1/2.
Il massimo di W si trova derivando

dWi(z 1
—jﬁl:[@—mf—Qﬂl—@]ﬁR:(L—mﬂ—3mﬁR:O per z=3
4
mmfﬁf@:mmm<MMMﬁmmWNM%mmmm
Anche qui, a fianco & riportato il grafico della funzione W (z).
Quesito n. 4.

Il campo magnetico al centro dell’anello € nullo in ogni caso. Infatti, ricordando I’espressione di Laplace
per il calcolo del campo magnetico,

—

Ezﬂg/ﬂxf
)

4T r2
il contributo dei due fili rettilinei & nullo essendo questi allineati col centro dell’anello (e quindi dix i = 0)
e per i due archi percorsi da correnti in verso opposto, detto a il raggio dell’anello [a = L/(27)], si ha

_ bl polale _ pom
" 22 L 2¢ L L2

(01I; — 1)) ma 61 — €I, =0 come si e visto al punto 2.
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Quesito n. 5.

Le risposte 1, 2 e 3 non cambiano; cambia invece il campo magnetico al centro dell’anello.

Adesso esso ¢ dovuto al filo perpendicolare ed ¢ quindi nel piano dell’anello; il suo modulo & comunque
indipendente dalla posizione di B (quindi da z) e pud essere ricavato dall’espressione di Laplace data
sopra, o piu semplicemente con considerazioni di simmetria, osservando che due tratti infinitesimi di filo
disposti simmetricamente rispetto ad un piano ortogonale al filo stesso, danno uguali contributi al campo
calcolato in un punto qualunque del piano.

Dunque il modulo del campo € meta di quello di un filo rettilineo indefinito e vale

B— Lpolo _ polo
22ra 2L

=0.157 uT

Materiale prodotto dal gruppo
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